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Introduction

En 1900, Ricci et Levi-Civita ont donné le premier exposé systématique
relatif au calcul tensoriel. Dans cet ouvrage, les auteurs ont attiré
|"attention des mathématiciens et des physiciens sur un certain nombre
d'applications de cette théorie mathémathique. Depuis, |'apparition de la
théorie de la relativité, qui n'a été possible que grace a I'existence
préalable du calcul tensoriel, lui a fait realiser par contre coup d'immenses
progrés. Ce calcul est devenu I'un des instruments essentiels de toute la
physique théorique moderne.
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L'étude du calcul tensoriel peut étre réalisée au sein d'un cadre
mathématique formel, a I'aide de définitions et de démonstrations plus ou
moins compliquées. Mais le calcul tensoriel est aussi un outil trés pratique
pour |'écriture et I'étude des équations servant a décrire des phénomeénes
physiques. En effet, les lois physiques ne sont valables que si elles sont
indépendantes de tout systéme de coordonnées particulier utilisé pour les
représenter mathématiquement. Il est ainsi trés commode d'utiliser
I'analyse tensorielle en relativité générale, en géométrie différentielle, en
mécanique, en thermodynamique, et dans de nombreuses autres branches
de la science ou de la technologie, et il n'est pas nécessaire pour cela de
connaitre |'ensemble des fondements mathématiques de la théorie.
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Dans ce mémoire, on s'intéresse a I'étude de produit tensoriel : définitions
et propriétés, ainsi que le produit exterieur.

Ce travail est composé de deux chapitres : dans le premier chapitre, nous
rappelons les notions de base concernant la construction du produit
tensoriel, (nous donnons quelques exemples d’applications).

Dans le deuxiéme chapitre : on s'intéresse au produit exterieur qui est
trés liée au produit tensoriel.

On termine ce mémoire par une conclution.
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Le produit tensoriel d'un
k-espace vectoriel

Henen Maouche (Master 2 Mathématique Discrétes) Département de mathématiques - M’sila (01 juillet 2019)



Probleme de factorisation des applications bilinéaires

Soient K un corps commutatif et M, N, R des K-espaces vectoriels.
On regarde les applications K-bilinéaires ¢ de M xN vers R, i.e., qui
vérifient

¢ (am,n) = ¢@(m an)=ap(mn)
e(m+m'n) = @(mn)+e(m, n)
g(mn+n) = @(mn)+e(mn)

On note Bilx (M, N, R) ou Bil (M, N, R) 'ensemble des applications
K-bilinéaires de M xN dans R, et L (M, N ) les homomorphismes de
K-espace vectoriel de M dans N, i.e., les applications K-linéaires de M
dans N.
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Nous allons représenter linéairement les applications bilinéaires.

Pour se faire, étant donnés deux espaces vectoriels M et N, nous allons
construire un espace vectoriel P (dépendant de M et N ) de facon a
pouvoir identifier Bil (M, N,.) et L (P,.) pour tout espace vectoriel.
Plus précisément, on s'intéresse au probléme suivant : étant donnés M et
N, trouver un K-espace vectoriel P est une application K-bilinéaire.

7t: M XN — P telle que, pour tout K-espace vectoriel R et pour
toute application K-bilinéaire

¢ : M x N — R, il existe une unique application K-linéaire

@:P— R telleque ¢ =¢orm

MxN % R
x|l /3
P
Le procédé ¢ —— @ donnera |'application linéaire

Bil (M,N,R) — L (P, R) cherchée.

Observons déja que, si un tel couple (P, 7r) existe, alors P est unique a
isomorphisme prés.
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Soit E le K-espace vectoriel de base M x N, i.e., I'ensemble des
combinaisons formelles Y A, , (m, n) & support fini.

Soit F le sous espace vectoriel de E engendré par les

(m—+m',n)—(m,n)—(m, n)
(m,n+n")—(m,n)—(m,n)
(am,n) —a(m,n)
(m, an) —a(m,n)
et considérons le K-espace vectoriel quotient E / F.
En notant & la classe d'un élément ¢.
La projection canonique

TT'{MXN — E /F

(m,n) +— (m,n)

est donc une application bilinéaire.
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On notera
E/F=M®NouM®®xN
K

ce que l'on prononce < M tensoriel N > ou < M tenseur N >, et
on l'appellera le produit tensoriel de M par N .

Noter que, en tant que K-espace vectoriel, le produit

tensoriel

M@k N =mn(E) =n(KMxN>)=< n(MxN) -

est engendré par les

7w (m,n) = (m, n)

On notra désormais

(mn) =m®gn oum®n

pour ces générateurs, que |'on appellera également tenseurs purs.
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Propriétés basiques

. M xN — MN
Puisque 7 :
(mn) +— m®n
immédiatement les proppriétés suivantes :

est bilinéaire, on a

(m+m)®@n=(m®n)+ (m @ n)
m®(n+n)=(men)+ (mn')
(am)®@n=m® (an) = a(m® n)

On en déduit Opy @ n= (0km) @ n =0k (M®n) =0, i.e.

0®n=m®0=0.
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Si I'on reprend le probléme que I'on s'était posé en début de chapitre,
étant donnée une application bilinéaire.

.{MXN — R
2 (mn) — g(mn)

on a bien une unique application linéaire

_ M RIN — R
’ m®@n +—— @ (m,n)

i.e., telle que g o 7w (m, n) = ¢ (m, n) pour tout (m, n) de M x N.
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L'unicité de @ vient de sa linéarité et de ce que les m ® n engendrent

M ®N, le point important est surtout son existence.

C'est ce que I'on appelle la propriété universelle du produit tensoriel.
On dit aussi que @ se factorise en @ o 7T :

M x N 2, R

n| /39
M@ N

On remarquera de plus que le produit tensoriel ne dépend que de la
structure des espaces vectoriels considérés, en cela que :

M~ M ;o
, = MeN =M N
N~N . &
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D’'autre part, |'application

{E(M@N,R) . Bil (M,N;R)
) —  (m,n)— ®(m®Kn)

est bien définie, linéaire, injective (la connaissance des images par @ des
éléments de la base m® n de M ® N détermine uniquement ®), et
surjective (Bil (M, N; R) a un antécédent @), donc est un isomrphisme.
Enfin, I'application

{ LM, L(N,R) — Bil (M, N;R)
@ — (m.n) = [@(m)] (n)

est bien définie, linéaire, injective surjective (tout ¢ de Bil (M, N;R) a
un antécédent m — ¢ (m,.)), donc est un isomorphisme.
On en conclut que

L(M®N,R) = Bil (M,N;R) = L(M,L(N,R))
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Propriétés

(commutativité, associativité et élément neutre pour le produit
tensoriel)
Soient M, N, R des K-espaces vectorieles.
1) Les K-espaces vectorieles M @ N et N ® M sont canoniquement
identifiables via I'isomorphisme

M& N — NeM
m@n — n®m

2) Les K-espaces vectorieles (M ® N) ® R et M ® (N ® R) sont
canoniquement identifiés via I'isomorphisme

MeN)®R — M(N®R)
(mn®p +— me(n®p)
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3) Les K-espaces vectorieles M, M ® K et K® M sont canoniquement
identifiés via les isomorphismes

M:M®KtM:>K®M
mb—>m®1em»—>1®m
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Produit tensoriel d'applications linéaires

Définition

FeM—M

g N Y, des

Soient M, N, /\/I,, N’ des espaces vectorieles, et{

applications linéaires.
On appelle produit tensoriel de f et g I'unique application linéaire

~ [ MaN — M@ N
' ®g'{ men — f (meg (n)
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Distributivité du produit tensoriel sur les sommes directes

Soient (M;); ¢/ et (Nj); o, deux familles de K-espaces vectoriels.
M = TIMm
On pose =
N o= TN
Jjed
On peut former le produit cartésien H (l\/l,- X Nj).

i j
On dispose via la propriété universelle d'une application K-linéaire.

MeN — JIM N,
i
() ® () — (i®y)
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Produit tensoriel d'espaces vectoriels munies de bases

Corollaire

Soient M et N deux K-espaces vectoriels.
1) Si (ﬂ)l cj Uune base de N, alors tout élément de M ® N s’écrit de
facon unique
finie
Y mj@f
Jjed
M ® N se comporte ainsi comme un M-espace vectoriel.
2) Si de plus (e;) une base de M, alors (e; ® f;) j une base de M® N,

et

I,

dim (M ® N) = dim (M) dim (N)
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Produit tensoriel des matrices

Intéressons-nous maintenant a I'effet du produit tensoriel sur les matrices.

Proposition

Soient M, N deux K-espaces vectoriels de bases B = < e, ..., em >,
B'= < f,...,fy > de dimension m, n respectivement.

F e Lm) |
{g € L(N) deux endomorphismes et

X = Mat(e,-)f = (ai,j)

Y o= Matgye = (b))

Henen Maouche (Master 2 Mathématique Discrétes) Département de mathématiques - M’sila (01 juillet 2019)



a) Si on ordonne lexicographiquement la base canonique de M @ N en

e1R®fA,e1 R, ....e1 Ry,
e2 ® f1,62 ® f21 162 ® fn,

em ® fly em & f2, coor €m @ fn,
on a alors, dans cette base :

alle alme
Mat (f®g) = ) :
am1Y - ammY

on part de la matrice X, et on multiplie chacun de ses coefficients par Y
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b) Si on ordonne anti-lexicographiquement la base canonique de M @ N

en

ee®f,e®f,..
e®h,edh,..

€1 ®fh, e fh, ...

on a alors, dans cette base :

b1 1 X
Mat (f®g) = :
by 1 X

,em®f1'
em @ f,

v em @ fn,

b1 n X

bp n X

on part de la matrice Y, et on multiplie chacun de ses coefficients par X.
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Corollaire

tr (f®g) tr(f ) tr(g)
det (F®g) = det(f)EN det(g)®M.
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Quelques exemples

1) Produit tensoriel de deux vecteurs :
X1 Y1
— —
u = X2 , V= Y2
X3 y3
X1y1 X1y2 Xx1y3
—> —
u® v =1 Xy Xy X3
X3y1 X3y2 X3Y3
Remarque :
Produit scalaire de deux vecteurs :
TV =Tr (U RV)=xy+x+x3y3.
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2) Produit tensoriel de deux matrices :
a) Soient A et B deux matrices carrées d'ordres 2, telles que.

A:[1 2}etB:{l 1}€M2(]R)

3 1 2 4
1x1 1x1 2x1 2x1 1 1 2 2
1x2 1x4 2x2 2x4 2 4 4 8
ARB=13,1 3x1 1x1 1x1 |- |3 3 1 1
3x2 3x4 1x2 1x4 6 12 2 4
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b) Soient C et H deux matrices telles que

1 3 2 0 5
C=|100(|etH=|50
1 2 2 11

0 5 0 5 0 5

1x]1 5 0 3x | 5 0 2x | 5 0

11 1 1 1 1

0 5 0 5 0 5

C®H= 1x| 5 0 Ox| 5 0 0x| 5 0

11 1 1 1 1

0 5 0 5 0 5

1x| 5 0 2x| 5 0 2x | 5 0

1 1 11 1 1
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3) Base de produit tensoriel :

a) E ® C est un C-espace vectoriel de base B = {e; ®1,..., en @1},
R

telle que dim E = n et de base B = (e1,...,en).

b) dmV =2, B= (e1, ).

Une base de ®2V = V ® V , est donnée par :
e1RQe, 108, 60Re,6Q en.

dim @2V =2x2 =4

c) Une base de R(BV=VRVV , est donnée par :

e¥eVe eV, e, 106, Be, el
e, e Re, Qe e

dim ®3V =2x2x2=8.

Henen Maouche (Master 2 Mathématique Discrétes) Département de mathématiques - M’sila (01 juillet 2019)



4) Algebre des quaternions

On appelle algebre des quaternions, et on note H, I'algébre (associative
mais non commutative) de dimension 4 sur R engendrée par les trois
éléments i, j, k soumis aux relations i 2 = j 2 = k? = ijk = —1 (on
vérifiera que ces relations donnent bien une algebre de dimension 4), alors
H (]1% C =2 M, (C).

D'abord IH a bien la dimension annoncée : elle a une base comme
IR-espace vectoriel formée des quatre éléments 1, 7, j, k puisque tout
produit de deux tels éléments s'exprime comme combinaison des autres
(par exemple ij = k car ij = —ij (kz) = — (ijk) k = k). Ensuite, on
vérifie facilement que

(a+ Bi +7j + 6k) (a — Bi — yj — 0k) = a® + B + 92 + 62, ce qui
montre que tout quaternion & + Bi + j + dk non nul admet un inverse
(a savoir %(a—ﬁi—'yj—ék) ou N = a2 + B2 + 42 4 62 vérifie N # 0
dans R), donc H est bien une algébre a divisions.
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Le produit tensoriel H ® C est engendré par les méme générateurs et
R

relations, sur C cette fois. Montrons donc qu'on peut trouver trois

: 2 _ 2 _ 2 _ _
matrices 0;, 0,0 € M3 (C) telles que 05 = 0 =0y =000k =—1
et qui engendrent IMj (C) en tant qu'algeébre (pour cela, il suffit bien sar
qu'avec l'identité elles I'engendrent en tant que C-espace vectoriel). On

prend

(0 (0 -1 (i
i={jio0) %=1 o )9%=Ci%=\ 0o —i

et on a bien les relations souhaitées, comme on le vérifie immédiatement.
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5)
5.1) Soit B une K-algebre, si B # 0, alors B® B # 0.
K

L'application K-bilinéaire ¢ :
BxB — B
(xy) — xy=¢(xy)

définit une application linéaire @.

(3

_. BB — B
T x®@y — 9(x®y)=¢(xy)=xy

or (1ol =¢(L1)=1€B#£0=BRB A0

Henen Maouche (Master 2 Mathématique Discrétes) Département de mathématiques - M’sila (01 juillet 2019)



5.2)
C % CcC = CecC
z®1 — (z,2)
z®i — (zi,—2)
Q7 — (zz’,z?)
CxC — CocC o .
I" application ¢ : (z.2) — (zz’,z?) est bilinéaire, qui définit une

application linéaire @ :

_. . CeC — CocC
' (22) — F(z2)=¢(z2)

bijective
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5.3)
E*®F = L(EF)
fy — x—fFf (x)y

E*QF* = (E@F)
K
feg — xQy—f (x)g(y)
5.4)
End (E) ®End (F) = End (E® F)
K
feg — x®y—f (x)®g(y)
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5.5) Soit E et F deux espaces vectoriels sur K.
ExXF — F®E

(xy) — oxy)=y&x
définit une application linéaire

L'application ¢ : est bilinéaire, qui

" EQF — FRE
T x®y — ¢(xQy)=y@x=9¢(xy)

¢ est bijectif car involutif : o = id i.e, (])71 = ¢.
Dol EQ F=ZFR®E.
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6) Tout groupe commutatif G est un Z-module.
- (G, +) est un groupe commutatif.

ZxG — G

((X,X) — X X=X+X+---+X

« fois
k- (Box) = (af) - x
(a+pB) - x=a-x+p-x.
a-(x+y)=a-x+a-y.
1-x=x.
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On considére les Z-modules Z aZ et Z,/bZ, alors :
Z2/)al RQ2,/bZ =7,aNbZ

ol aAb=pg.cd(ahb).

Z,)al xZ,/bZ — Z,/albZ
(M2, Mp) —  NMpp

qui définit une application linéaire

L'application ¢ : est bilinéaire,

Z/aZRZ,/bZ — Z,/ahbZ
na & mp —  NMgpp

¢

¢ est bijectif car ¢ (1®1) = 1.

DouZ,/aZ R7Z,/bZ =7Z,/aNbZ.
Remarque :

SiaAb=1i.e., aetb sont premiers entre eux
Z2/a7Q2,/b7 =7 ,/7 = {6} =0.
2,32 R7Z,/117Z =0, car 3A11 = 1.
2,22 QZ,27 = 7,27, car 2 \2 = 2.
2,/322,/6Z =7,37Z, car 3N 6 = 3.
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Produit extérieur d'un
K-espace vectoriel
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Lien avec les applications multilinéaires alternées

Voyons a présent comment représenter linéairement les applications
multilinéaires alternées.

Définition

Une forme n-linéaire ¢ : M " — K est dite alternée si
e(...m...,m,...)=0
On notera LK, (M, K) I'ensemble des formes n-linéaires alternées.

Si @ est n-linéaire alternée, alors

A\
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Corollaire

Si @ est n-linéaire alternée, alors

q)(ma(l)v'“vma(n)) =¢e(0) ¢ (my,...,mp), 000 € Sp.

Définition

Soit M un K-espace vectoriel. Pour chaque entier r, posons
r
T"(M)y= QM T (M)=K T*(M)=Met T?(M)=McM.
i =1

T'"(M)=M®---®@M (le produit tensoriel r fois).
Le produit tensoriel étant associatif, on obtient une application bilinéaire

T"M)xT*(M)— T"(M)

qui associative.
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On peut ainsi, par de cette application bilinéaire, définir une structure de
corp sur la somme directe

TIM=PT " M=KSMOEMOIM -
r=20

et méme une structure d’algébre (en identifiant K a T 0 (M)).

On appelle T (M) I'algebre tensorielle de M sur K.

Pour x, y € T (M) on notera encore x ® y la multiplication d'anneau
de T (M).

Une application linéaire f : M — F induit, pour tout r > 0, une
application linéaire

T'(f):T"(M)— T"(F)

qui a son tour induit une application sur T (M), notée T (f ). Il est clair
que T (f ) est I'unique application linéaire telle que, pour xi, ..., xr € M
, on ait

TEHF)a® - ®@x)=Ff(x1)®:-QF (xr) .
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En effet, les éléments de T 1 (M) = M sont les générateurs de I'algebre
T (M) sur K. On voit que T (f ) est un homomorphisme d'algebre.
Nous pouvons déterminer complétement la structure de T (M). Soit J,
le sous espace vectoriel de T " (M) engendré par les tenseurs

purs x; @ - - - @ xp ayant au moins deux composantes x; = x; égales.
Noter au passage que Jy = J; = {0} (pas possible d'avoir deux
composantes, a fortiori deux composantes égales). On pose

J=&

n >0
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Définition

On appelle algébre extérieure de M |'algébre quotient

AM)=TM ~,

On notera A le produit dans A (M), de sorte que

me---@mp=myA--- A\ my.
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1) A (M) est une algebre engendrée par M

AMY=T M) /A Amdp e & Tk(M)/Jk

2) La projection canonique

foTM) — A M)
Tl MmM®---®mp, —— mpA---Amy

est un morphisme qui injecte naturellement M dans A (M) :

M— A (M)
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Proposition

Pour tous x et y dans M, on a

YAX=—=XNYy

Corollaire

| \

Soient xi,...,Xxn dans M, o dans S, .
Alorsx;(1y N+ -+ Axg(ny = €(0) X1 A ... A Xn

Corollaire

A (M) est une algebre alternée,ie., six € A (M), x*> = x A x = 0.
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Proposition
Soient M, N deux espaces vectoriels et u: M — N linéaire.

Proposition

Alors il existe un unique morphisme d'algébres

A (M —_— A (N
A(u):{mlﬁ'("ﬁ)mn — u(ml)A.(..A)u (mp)

et le diagramme suivant commute

De plus, si M SN VLN P, alors

A (vou)=A(v)oA(u)
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Theorem

Soient My, ..., M, des K-espaces vectoriels.
On a un isomorphisme canonique d’algébres :

AMG--dM) = AM)Q---® A (M)
m; — 1®---Qlomele---®1
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Corollaire
Soit M un K-espace vectoriel de base B = (ey, ..., e,). Alors

(ejl A - "Aejk)1§j1<'“<jk <5

est une base de AK (M) et

dimAk(M)—<:)—C,’f—k!(n_k)!.

En particulier,

dim A"K" =1 et dim AK M =0, si k > n.
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Proposition

On a un isomorphisme canonique des espaces vectoriels

LKy (M|N) — L(A" (M), N)
) — xl/\.../\x,,?(p(xl,...,xn)
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Soit M un K-espace vectoriel de base B = (ey, ..., en).
On rappelle que dim A" (M) = 1.
En particulier, tout endomorphisme de £ (A" (M )) est une homothétie.

Définition

On appelle déterminant d’'un endomorphisme u € L (M) le rapport de
I’homothétie A" (u), noté
det u € K.

det u= ) €(0) a(1),1" " 3u(n).n

ceS, o€S,

I
m
—
o)
~
L
=
[SY
=4
N
L5}
S
=
S
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Soient xi,...,xp € M et X € My, (K) la matrice des x; dans la base
(ei). Alors

QA Axp = Z det(X/,{l ,,,,, p})e"
I € B,

| A

Proposition

Soit u € L (M) de matrice X = Mat,yu. Alors la matrice de Ak (u)
dans la base (/) cp, est

Mat Ak (er), c8, (u) = (det (X/,J))I,J €B,

\
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Pourue L(M)etAn €K, ona

1=

det (Ald+ pu) = tr (Ak (u)) ukAn—k

k

0

Y det (Xp) | pkank
0 | € Bk

|
hgE

k
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Conclusion

Au terme de ce travail, nous pouvons dire que le produit tensoriel et
exterieur

sont des notions d’algebre multilinéaire nécessaire pour
des plusieurs branches mathématiques et physiques :

géométrie différentielle, théorie des codes, mécanique des milieux
continus, fluides ou solides, en électromagnétisme, relativité générale
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